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Mantaci, R., Sur la distribution des anti-exctdances dans le groupe symetrique et dans ses sous- 
groupes, Theoretical Computer Science 117 (1993) 243-253. 
Nous prouvons directement que la statistique des anti-excedances est une statistique eulerienne sur 
S, et donnons une formule recursive pour la determination de la distribution des anti-exctdances 
parmi les permutations paires et impaires. Nous donnons aussi une caracterisation des groupes de 
permutations qui contiennent le cycle standard (1 2 n) en termes de leur distribution d’anti- 
excedances. 
Abstract 
Mantaci, R., Sur la distribution des anti-excedances dam le groupe symttrique et dans ses sous- 
groupes, Theoretical Computer Science 117 (1993) 243-253. 
We directly prove that the anti-exceedance statistic is an eulerian statistic on S, and we give 
a recursive formula to determinate the distribution of anti-exceedances among odd and even 
permutations. We also give a characterization of permutation groups containing the standard cycle 
(1 2 n) in terms of their anti-exceedance distribution. 
1. Introduction 
Nous avons commenck d Ctudier dans [9] les anti-excbdances d’une permutation, 
c’est-&dire le nombre de fois qu’une permutation transforme un entier i en un autre 
plus petit ou kgal A i, en essayant de ghkaliser un rtsultat de Perrin [lo, Lemme 21. 
Nous ne savions pas alors qu’une littkrature abondante existait d&jA dans ce domaine; 
nous nous sommes done maintenant conform& A la terminologie d&jA existante et 
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c’est pourquoi nous avons appelk de facon quelque peu barbare ces objets, apres avoir 
decouvert qu’ils constituent l’inverse des excbdances qui sont etudites depuis long- 
temps (cf. [4, 5,6, 81). 
Cette nouvelle statistique sur le groupe symetrique est une statistique eultrienne 
comme les statistiques des excldances, des montees ou des descentes. Pour prouver 
l’euleriennete des autres statistiques, c’est-a-dire pour prouver directement qu’elles 
satisfont les equations definissant les nombres eultriens, il faut proceder de man&e 
combinatoire en faisant des introductions adtquates de chiffres dans les mots 
representants les permutations ou en comptant les ‘runs’ du mot (cf. par exemple [7]) 
ou les ‘readings’ dune permutation conjuguee (cf. par exemple [l 11). Ici, par contre, la 
preuve qui donne notre formule recursive est faite algebriquement en utilisant le 
produit nature1 des permutations. 
Cela explique probablement pourquoi l’on s’est seulement inttresst jusqu’d present 
a la distribution des statistiques euleriennes dans tout le groupe symttrique, car les 
statistiques Ctudiees jusqu’ici ttaient ma1 compatibles avec la structure de groupe. Le 
processus de determination du nombre d’anti-exddances pour les permutations d’un 
certain degre, obtenu a l’aide de formules recurrentes, a rendu possible le calcul de la 
distribution des anti-exddances pour les permutations paires et impaires en donnant 
ainsi la distribution des anti-exddances dans les groupes alternes. Nous avons aussi 
pu ttudier ainsi les distributions dans certains sous-groupes de S,. 
Pour tout ce qui regarde les groupes de permutations nous avons suivi en general la 
terminologie et les notations de [12]. 
2. L’euliriennetk de la statistique des anti-excbdances sur le groupe symbtrique 
Les nombres eultriens sont definis par la relation de recurrence: 
A -1 1,1- 3 A,,k=O pour k#l, 
A,,k=kA,_l,k+(n-k+l)A,_l,,_, pour na2 et lbk<n. 
On a en plus A,,, k = 0 pour k # 1, mais on pose par convention (cf. par exemple [7]) 
A - 0,1- 1. 
Nous reportons dans la table suivante les premieres valeurs de ces nombres: 
1 2 3 4 5 6 7 
1 1 
2 1 1 
3 1 4 1 
4 1 11 11 1 
5 1 26 66 26 1 
6 1 57 302 302 51 1 
7 1 120 1191 2416 1191 120 1 ? 
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On verifie directement a partir de la formule recursive que l’on a: 
i A,,,=n! vn. 
k=l 
On retrouve ainsi 1eS nombres A,,k dans divers problemes d&numeration concer- 
nant le groupe S,. Plus generalement on donne la definition suivante. 
Definition 2.1. Soient D, un ensemble de cardinal n! et X une application definie sur 
D, g valeurs entieres; on dit que X est une statistique eulerienne sur D, si 
z‘$,k=card{dED,: X(d)=k}, ldkdn. 
On trouve parfois aussi la definition suivante qui propose done une autre 
convention. 
Definition 2.1’. Soient D, un ensemble de cardinal n! et X une application definie sur 
D, i valeurs entieres; on dit que X est une statistique eulerienne sur D, si 
A,,k=card(d~D,: X(d)=k-1}, ldkdn. 
On a done des statistiques eultriennes a valeurs dans l’intervalle Cl, n] (celles 
satisfaisant la Definition 2.1) et d’autres a valeurs dans I’intervalle [0, n- l] (celles 
satisfaisant la Definition 2.1’). 
Definition 2.2. Soit n une permutation du groupe symetrique S,; on dit que TC presente 
une anti-exctdance en ie { 1,2, . . . , n) si in < i. 
La statistique AX qui associe a chaque permutation du groupe symetrique S, le 
nombre d’anti-excedances qu’elle presente est une statistique a valeurs dans l’inter- 
valle Cl, n]. Nous commenGons par donner une preuve directe du fait que la statistique 
des anti-excedances est une statistique eultrienne sur le groupe symetrique. 
Theoreme 2.3. La statistique des anti-excbdances est une statistique eulhienne SUY le 
groupe symbtrique S,. 
Preuve. Soit rr une permutation de S,_ 1 qui presente k anti-exctdances. Pour chaque 
anti-exctdance i-tin, la permutation x. (in n) est une permutation de S, qui presente 
k anti-exddances. En effet, on a perdu l’anti-exctdance i-+iz, (puisque maintenant 
i-n), mais on a en plus l’anti-excedance n-+izr. On associe ainsi a chaque permutation 
z de S,_ 1 qui presente k anti-exddances, k permutations de S, qui presentent 
k anti-excedances, toutes du type Z(T, ou G est une transposition de S, qui Cchange n. 
Si, par contre, rc est une permutation de S, _ 1 qui presente k - 1 anti-exddances et si 
pour chacune des n-k exctdances i-+ix, nous multiplions a droite n par la transposi- 
tion (in n), nous obtenons alors la permutation 71. (in n) de S, qui presente a nouveau 
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k anti-exctdances, puisque maintenant idn reste une excedance mais on a en plus 
l’anti-excedance n+in. D’ailleurs, chaque permutation de S,_ 1 qui prtsente k- 1 
anti-exctdances peut etre consideree comme une permutation de S, qui presente 
k anti-excedances en ajoutant celle du point fixe n. Nous associons ainsi a chaque 
permutation rt de S, _ 1 qui presente k - 1 anti-excedances, n - k + 1 permutations de S, 
qui presentent k anti-excedances et qui sont toutes du type rce, avec (T transposition de 
S, qui permute n, d l’exception dune seule qui fixe n. 
Nous allons montrer que les permutations que l’on a ainsi obtenues sont toutes 
diffirentes. En effect si rclcl = z~(T~, alors on a necessairement n7c1c71=n7c2a2 et, 
puisque rcl et x2 fixent n (elles appartiennent a S,_ 1) on a nal = na2. Mais chaque ai 
(pour i = 1, 2) est soit egal a l’identitl ou bien est une transposition qui permute n. Par 
consequent, no, =na2 implique a1 =a2 et done, rci =x2. 
11 est evident d’ailleurs que toute permutation de S, qui presente k anti-excedances 
peut s’obtenir avec Tune des deux facons d&rites ci dessus done, si nous appelons 
C,,k le nombre de ces permutations, ce que nous avons Ctabli ci-dessus nous donne: 
C,,k=kC,-l,k+(n-k+l)C,_l,k_l Vn>l, l<k<n 
et, puisque C,, 1 = 1 et Cvidemment C,,k =0 pour k<O ou k>n, on deduit que 
Cn,k=A,,k Vn>l, l<kdn. 0 
Remarque. L’euleriennete de la statistique AX des anti-exddances peut &tre prouvee 
moins directement mais plus rapidement en utilisant le fait que la statistique EXC des 
exctdances est eulerienne, en observant qu’on a la relation AX(z) = n - EXC(n) pour 
toute permutation rr de S, (c’est-a-dire que AX est le complement a n de EXC) et 
utilisant le fait que les nombres eultriens ont la propritte de symttrie suivante: 
A,,k=A,,n-k+i Vn>l, l<k<n. On a en effet: 
card{zES,: AX(n)=k}=card{rcES,: EXC(z)=n-k}=A,,._,+,=A,,,. 
3. Distribution des anti-exddances dans le groupe alter6 
Quand on effectue la multiplication par une transposition comme dans le Theoreme 
2.3, on obtient des permutations paires (resp. impaires) a partir des permutations 
impaires (resp. paires). En plus, chaque permutation paire (resp. impaire) de S, _ 1 qui 
presente k - 1 anti-exctdances donnera une permutation paire (resp. impaire) de S, qui 
presente k anti-exddances. 
Si pn,k et Dn,k dtsignent respectivement le nombre de permutations paires et 
impaires de S, qui presentent k anti-exddances, on obtient les formules recursives 
suivantes: 
SW la distribution des anti-e&dances dans le groupe synktrique 247 
On a bien kvidemment P,, k + D,, k = A,,, k et en particulier P,, k = 0 et D,, k = 0 si k > n ou 
si un des deux indices est infkrieur ou &gal ZI z&o. Nous posons par convention 
D,,, 1 = 1 (rappelons que &, 1 = 1 par convention). De plus on a pour tout n: 
Pn,n=P,_l,._l= ... =PlJ=l, Dn,n=Dn_l,n_l= ... =Dl,l=O, 
et, 
P,, 1 = 1 si n est impair et P,, 1 =0 si n est pair, 
D,, 1 = 1 si n est pair et D,, 1 =0 si n est impair, 
car le cycle standard (1 2 . . n), qui est la seule permutation avec une anti- 
exckdance, est une permutation paire si et seulement si n est impair. 
Les deux formules pour P,, li et Dn,k, bien que compactes, ont le dksavantage 
d’exprimer chaque suite en fonction de l’autre. Nous voulons obtenir une expression 
qui donne P,,, en fonction uniquement des Pn,k qui le prkctdent. Multiplions pour 
cela chaque terme des deux tquations du systkme par u”tk et sommons sur u et t; nous 
obtenons alors: 
f P,,kU”~k= f k.D,_I,kUntk+ f (n-k)Dn_l,k_lUntk 
n=1 n=1 II=1 
1,CkSn lSk<n 1 <k<n 
+ 2 Pn_l,k_lUv 
n=1 
1 <k<n 
f D,,J.dntk= f k.P,-,,kllntk+ f (n-k)P,-l,k-ltl”tk 
II=1 II=1 PI=1 
l<k-cn 1 Ck<n 1 Ck<n 
+ f Dn-l,k-lUntk 
Appelons respectivement 
cc 
C Pneku”t et 
ll=l 
1 <k<in 
P et D Jes deux sommes 
lZ=1 
l<k6n 
LeS Sommes P et D SOnt dOrS leS fOnCtiOnS gkkratrices des deux Suites P,, k et D,, k, et 
nous pouvons traduire toutes les sommes du systime ci dessus en fonction de P, de 
D et de leurs dkrivkes. On obtient ainsi que les fonctions D et P satisfont le systime 
d’tquations aux dtrivles partielles suivant: 
(1 -u~)P=(uf-ut2)~+u2t g,,,, 
(~-ul)o=(ur-ui’)~+~~t~. 
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Si l’on tire D de la deuxiime Cquation, et que l’on substitue cette expression dans la 
premihe, on obtient une kquation en P et en ses dtrivtes partielles de premier et 
second ordre de la forme suivante: 
oti les Qij sont des polynbmes en u et t que l’on peut facilement calculer. Si on identifie 
maintenant dans les skies ci-dessus les coefficients des termes en untk, on obtient la 
formule: 
oh 6i.j reprksente le symbole de Kronecker. 
En partant des valeurs initiales PI, 1 = 1 et D1, 1 = 0, pour n < 7 on obtient les valeurs 
suivantes pour P,, k: 
2 3 4 5 6 7 
1 
0 1 
1 1 1 
0 7 4 1 
1 11 36 11 1 
0 31 146 156 26 1 
1 57 603 1198 603 57 1 
et pour D,,g 
nkl 2 3 4 5 6 7 
1 0 
2 1 0 
3 0 3 0 
4 1 4 7 0 
5 0 15 30 15 0 
6 1 26 156 146 31 0 
7 0 63 588 1218 588 63 0 
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Pour un n fix& les Pn,k donnent la distribution des anti-exckdances dans le groupe 
alterni: A,. On peut remarquer que ces distributions sont symetriques pour les valeurs 
impaires de n, i.e., on a P,, k - P,, n + 1 _ k pour tout k; dans le prochain paragraphe, nous 
donnerons une demonstration plus generale de ce fait. 
4. La distribution des anti-exddances dans d’autres groupes de permutation 
Definition 4.1. Si G est un groupe de permutations de degrt n, on d&nit la distribu- 
tion des anti-excedances de G comme etant le n-uple (d,, d2, . . , d,) od dj est le 
nombre de permutations de G presentant j anti-excedances. 
Par exemple, on a pour tout groupe G: 




d,= 1 (car seule l’identite a n anti-exctdances). 
Definition 4.2. Si G est un groupe de permutations de degrk n, on dira que sa 
distribution des anti-excedances est symetrique si on a dj=d,+ 1 _j pour tout 
j=l,...,n. 
Nos calculs des distributions des anti-excedances dans les groupes de permutations 
ont Cte faits en utilisant le systeme Cayley (voir [l, 21). 
Tbeoreme 4.3. La distribution des anti-exckdances d’un groupe de permutations de 
degr2 n est symhrique si et seulement si le groupe contient le cycle standard 
a=(1 2 . . . n). 
Preuve. Une implication est triviale car, si le cycle n’est pas dans le groupe, on a dl = 0 
et d,= 1. Pour prouver la rkciproque, nous montrerons que la bijection cp de G dans 
G ditfinie par (p(z) = 7~~61 vtrifie a,+ arpCnj = n+ 1 pour toute permutation n (ou 
arr reprtsente le nombre d’anti-exctdances de la permutation 71). 
Soit 0=71-l CI. Alors 0 prksente une anti-exctdance en i si et seulement si in< i, 
c’est-d-dire si et seulement si irr- ‘cx < i. Supposons maintenant in-’ #n (i # wc) alors, 
i~-l~=i~-l + 1 et on a done: 
ia<i 0 if’+l<i 0 i7C11ii. 
Ainsi CT a une anti-exddance en i si et seulement si 71-l prksente une anti-exddance au 
sens strict en i, et ceci est equivalent a dire que 71 presente une excedance. Pour toute 
exctdance de rc en i avec iz- 1 #n, CT prtsente done une anti-excldance. De plus, quand 
i est tgal a nz, xv1 ne peut avoir d’anti-exddance au sens strict et 7~ n’a done pas 
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d’excedance. Ainsi a tome exctdance de II correspond bijectivement une anti- 
exctdance de (T. 
On a ainsi trouve II-U, anti-excedances pour la permutation CT’, l’anti-excedance 
ultime etant presentee dans l’entier i = mc puisque io = in- ‘a = na = 1 d i. 0 
Corollaire 4.4. La distribution des anti-excbdances sur le groupe alter& A,, est 
symbtrique si et seulement si n est impair. 
Preuve. On avait deja observe que le cycle standard (1 2 . . . n) est un permutation 
paire si et seulement si n est impair. 0 
Remarque. Si n est impair on a egalement D,, k = D,, n + 1 _k, puisque dans ce cas: 
Dn,k=A,,k-Pn,k=An,n+l-k-Pn,n+l-k=Dn,n+l-k. 
Pour ce qui concerne le lien entre les anti-exctdances et l’operation de conjugaison 
a l’interieur du groupe symetrique, nous avons le resultat suivant. 
Proposition 4.5. Soit 71 une permutation du groupe symbtrique S, et soit a, le nombre 
d’anti-excbdances de TC, alors les conjugubs de 7c par les puissances de CI prksentent le 
m&me nombre d’anti-excbdances. 
Preuve. Puisque rcan+ 1 = (~F)ol, il suffit de montrer que le nombre d’anti-exctdances ne 
change pas par conjugaison par tl. 
Supposons i#n et i#nC1; si rc a une anti-excedance en i c’est-a-dire si i7c < i, alors 
irr+ 1 d i+ 1 et done, (i+ 1)x” di+ 1 et rca presente une anti-exctdance en i+ 1. De 
meme si in>i, on a in+l>i+l et (i+l)?>i+l; done, pour i#n et ifnn-‘, on 
a une bijection entre les anti-excedances de 7t en i et celles de rrCa en i+ 1. 
Par ailleurs, dans les deux entiers que nous s’avons pas considerts, rc presente une 
anti-exctdance (n-nz) et une excedance (m-l -+(nz-’ )n = n) qui correspondent pour 
7~’ a l’excedance 1 +nrc + 1 et a l’anti-excedance nn- 1 + 1 + 1. 0 
5. Le nombre moyen d’anti-exddances 
La formule bien connue de Burnside donne le nombre d’orbites dun groupe de 
permutation en terme du nombre de points fix& par les klirments de G: 
oti h est le nombre d’orbites et x(n) = 1 {i 1 in = i} I. Nous allons montrer que l’argument 
classique qui donne la formule (1) peut &tre utilisi: pour prouver une formule similaire 
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quand le nombre x(z) de points fixes de rr est remplace par le nombre d’anti- 
excedances de rc. Nous aurons ainsi quelques informations sur le nombre moyen 
d’anti-exctdances dans un groupe de permutations quelconque. Nous noterons ci- 
dessous par a, le nombre d’anti-excedances de la permutation z, et par AG = zREG a, la 
somme de toutes les anti-exctdances de toutes les permutations du groupe G. Plus 
generalement, As = xnss urr designera la somme de toutes les anti-excedances de toutes 
les permutations du sous-ensemble S du groupe G. 
Theoreme 5.1. Soit G un groupe de permutations de degrk n, et h le nombre d’orbites de 
G. Alors on a: 
n+h 
AG=IGI 2. 
Preuve. Le nombre total d’anti-excedances est donne par: 
zFG I{ilin~i}l=~~il(i/3~: iz=j}I (*) 
Soit A une orbite de G et considerons la contribution de A i la somme qui se trouve au 
membre droit de (*): 
c I(il 3~: ix=j}I, i,jEA (**) 
j<i 
Comme G est evidemment transitif sur les elements de A, chaque terme de (**) est tgal 
a ( G l/l A I et le nombre d’elements de la somme est &gal au nombre de couples (i, j) avec 
i, jEA et j < i c’est-a-dire 1 A I( ( A j + 1)/2. 
Si A,, A,, . . . . Ah sont les orbites de G, nous avons done: 
AG=t:Im 2 
’ IGI 141(l~~l+l)~lGI n+h 
f 2 
car le nombre des elements de toutes les orbites est evidemment n. 0 
Corollaire 5.2. Un groupe de permutation G de degrb n est transitifsi et seulement si 
n+l 
AG=IGI 2. 
Remarque. En utilisant le Theoreme 5.1 et la formule de Burnside nous pouvons 
obtenir le nombre d’anti-excldances au sens strict (in < i): 
qui d’ailleurs coincide avec le nombre total d’excedances: 
n-h 
EG=(GI * 
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L’expression du nombre moyen d’anti-excedances semble etre plutbt une propriete 
des classes de conjugaison comme la proposition suivante le prouve, nous donnons 
d’abord une remarque. 
Remarque. Si T est un cycle (ir . . . i,), m > 1, et z presente t anti-exctdances, alors le 
cycle inverse presente m - t anti-exctdances (T - ’ presente une anti-exctdance si et 
seulement si r prtsente une excedance). 
Proposition 5.3. Soient G un groupe de permutation de degrb n, 7-t une permutation de G, 
H la classe de conjugaison de TX dans S, et xH le nombre de points jixgs par chaque 
permutation de H. Alors 
A GnH=JG~HI ‘I-:“” 
Preuve. Observons d’abord que si 0 est une permutation de H alors dans sa 
decomposition en cycles disjoints apparaissent exactement xH cycles de longueur 1; 
ces memes cycles apparaitront aussi dans son inverse. Pour la remarque prlcedente et 
pour ce que nous venons de dire on a done: 
QTCEG~H an+a,-l=n+xH 
et done, si nous sommons sur les ( G n H I/2 couples (71,~~ - ‘) avec TTE G n H, nous avons 
ce qu’il fallait demontrer. 0 
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